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Abb.3

E:=6 ; U:=4·J3

WÄHLE e> 0

WIEDER- I U:= H(E,U)
HOLE I E:=G(E U)

BIS U - E < e

AUSGABE approx(7t,e):

.!A(E,U)
2

de~ Eckenverdoppelung bestand. Das Verfahren Ist bekannt, nume
risch aufwendig. und Archimedes vermied bereits - wie ebenfalls
bekannt ist - durch geschickte Termumformung das Auftreten
einer .Nullkatastrophe".
Bezeichnen wir den Umfang des einbeschriebenen n-Ecks mit E'l
und den des umbeschriebenen n-Ecks mit Un , so gelten bekanntlich
die in Abb. 3 aufgeführten rekursiven Beziehungen.
Diese Gleichungen bzw. Ungleichungen lassen sich durch etemen
targeometrische Betrachtungen an rechtwinkligen Dreiecken hertei
ten, und sie begründen einen entsprechenden Algorithmus zur A~
proximation von 2ft. Man sollte historisch würdigen, daß Archimedes beim Start mit einem Sechs
eck die Approximation bis zum 96-Eck getrieben hat. Für uns ist es ein Leichtes, mittels eines
Computers diesen Algolithmus .beliebig weit" im Rahmen des numerisch Möglichen abzuarbeiten,
jedoch bei Verwendung eines nicht-programmierbaren Taschenrechners entsteht eine spürbare
Belastung.

Daher ist es interessant, daß spätestens von James Gregory (1638 bis
1675) folgende elementare Zusammenhänge bewiesen wurden ([Boyer

1968»: U2n = HCEn,Un) und E2n = G(En ,U2n ) (u)

Der Kreis wird deshalb auch harmonisch-geometrisches Mittel dieser
beiden Polygonfolgen genannt (vgl. [M. Cantor 1900».
Diese beiden auf diese Weise rekursiv verschachtelt definierten Folgen
liefem einen eleganten Algolithmus zur Approximation von 1t, der in
informatischer, folgenfreier Notation in Abb. 4 dargestellt ist. Er ist
strukturell einfacher als der babylonische Aigolithmus, konvergiert aller-
dings nicht so schnell wie dieser, ist andererseits ablaufäquivalent mit Abb. 4
dem archimedischen Algorithmus und zugleich numerisch weitaus einfacher zu handhaben als die
ser. WIe beim babylonischen Algolithmus ergibt sich auch hier die Konvergenz des Verfahrens und
damit das Vorliegen einer Intervallschachtelung ([En ,Un ]) für 2ft aus (-).

Die generierenden Beziehungen (..) mit dem hannonischen und geometrischen Mittel lassen sich
elementargeometrisch bereits mit Hilfe von Ähnlichkeitsbetrachtungen erschließen, sie sind also im
Mathematikunterricht von Jahrgang 9 behandelbar. Es ist allerdings historisch anzumerken, daß
Gregory die Flacheninhalte der ein- und umbeschriebenen Polygone betrachtete, während Archi
rnedes ja Umfangsuntersuchungen durchführte. Obige Rekursionen gelten aber ebenfalls, wenn
mit E" und U" die entsprechenden Flächeninhalte bezeichnet werden.
(Interessanterweise führte Gregory seine Untersuchungen verallgemeinert an Kegelschnitten
durch, indem er ein Segment betrachtete, das durch Ergänzung einer Tangente parallel zu einer
Sekante verfeinert strukturiert wurde (vgl. [Baron 1969]). Vollzieht man seine Untersuchungen am
Kreis nach, so benötigt man den Satz des Pythagoras, den Strahlensatz und den Katheten- oder
Höhensatz. Sie können also ebenfalls mit den Mitteln von Jahrgang 9 geführt werden.

5 Skizze eines Unterrichtsgangs (Jahrgang 11: teilweise auch schon in KI. 9 bzw. 10)

• Motivierender Einstieg über 3 Mitteilungen: 25
(1) Die Babyionier kannten sexagesimale Approximationen für J2 . z. B. 1+ - .
(2) Die Babyionier besaßen dafür bereits ein Berechnungsverfahren. 60

(3) Pythagoras brachte von den Babyloniem die Kenntnis von drei .Proportionen" mit. mit denen
sog. Mittelwerte erklärt waren; dazu historische Hintergründe zum Verständnis der pythagorei
schen Proportionenlehre (.alles ist Zahr, vgl. [HischerlScheid 1994]).

• Erarbeitung 1: Auflösung der Gleichungen nach x, erste Interpretation als "Mittelwerte", Ver
anschaulichung am Kreis nach Pappos (vgt. [HischerlScheid 1994», Namensgebungen "an'th
metisches Mittel", "geometrisches Mittel"; Begründung des Namens "harmonisches Mittel" über
die "musikalische Proportion" und die "Harmonie der Würfeldaten" 6, 8. 12: 8 ist .harmoni
sches Mittel" von 6 und 12; Einführung der Bezeichnungen A(a,b), G(a,b) und H(a.b) als zwei
stellige Funktionen und Ablesen von (.) aus den definierenden Gleichungen für 0< a < b.

Erkennen weiterer funktionaler Eigenschaften, z. B. G(A(a,b). H(a,b)) = G(a,b) (u.).



150 Beiträge zum Mathematikunterricht 1994

'0'

1 1 1
ferner A(-,-) = und A(ka,kb) = k A(a, b), G(ka.kb) = "" H(ka,kb) = '" .

a b H(a,b)

• Erarbeitung 2: Babylonischer Algorithmus als Anwendung von (.) und (._). Erkennen der
Bedeutung für die Quadratwurzelapproximation, Intervallschach
telungseigenschaft, Bestätigung der babylonischen Sexagesi- ••
malapproximation. Formulierung des Algorithmus als Diagramm
und Abarbeiten mittels TR oder PC.

• Erarbeitung 3: Nach Hinweis auf Existenz von weiteren analog
definierten pythagoreischen Mittelwerten deren systematische '.'
,Nachentdeckung'; Ansätze zur Untersuchung dieser 10 bzw.
11 Mittelwerte, auch mittels PC (z. B. Abb. 5, mit Spreadsheet). ... - :i~ !:' ::[ ;: l: ;: r t ': i; :t;

• Erarbeitung 4: Algorithmus von Gregory, konkrete Approxima- 0 M' ,

tion von K. Abb. 5
• Erarbeitung 5: Durch ,.AufeinanderfolgenM der Näherungswerte der Algorithmen zum Folgen

begriff. "arithmetische Folge" als eine, bei der jedes Glied bis auf das erste das arithmetische
Glied der Nachbarn ist. entspr. "geometrische Folge" und "harmonische Folge", Analoge DefIni
tion weiterer Folgen mit Hltfe der anderen Mittelwerte ("Mittelwerlfolgen") und experimentelle
Untersuchung. Erkenntnis: rekursive Eigenschaft als wesentlich für IN (Peano), vollstllndige In
duktion, Anwendung.

• Mitteilung und Erarbeitung 6: Von Punktflguren der Jungsteinzeit über figurierte Zahlfm und
die heilige Tetralctys zu Summenformeln und damit zum Reihenbegiff, speziell arithmetische,
geometrische und harmonische Reihen als Summenfolgen der entsprechenden Folgen, damit
auch Summenfolgen zu anderen Mittelwertfolgen. Über Klassifikation zu den Begriffen Monoto
nie, Beschrllnlctheit und Konvergenz.

• Erarbeitung 7: Rückbesinnung auf die ersten Algorithmen: Umformulierung des Babylonischen
Algorithmus in Folgenschreibweise. Entschachtelung und damit Übergang zum Heronverfah
ren. Umtormulierung des Gregory-Algorithmus in Folgenschreibweise, Approximalionsalgorlth
mus von An:himedes und Vergleich mit dem von Gregory. Ggf. Ausweitung der Mittelwertun
tersuchungen nach den Vorschlägen von Herget und Jahnke.

6 Schluß
Es geht weniger um neue Inhalte als um neue Sichtwelsen geeigneter Themenbereiche durch "hi
storische Verankerung". Begünstigt werden solche methodischen Ansätze möglicherweise da
durch, daß künftig aufgrund der VerfOgbarkeit informatischer Methoden klassische, kalkülorientler
te Unterrichtsphasen an Bedeutung variieren und somit mehr Muße zur Füllung solcher Freiräume
entsteht.
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